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Übung 11

Aufgabe 1. Es seien (Wt)t≥0 eine standardisierte Brownsche Bewegung,
f ∈ C1(R) und F ′(Ws) = f(Ws) mit F (x) :=

∫ x
0 f(y) dy. Weisen Sie

nach, dass gilt∫ b

a

f(Ws) dWs = F (Wb)− F (Wa)− 1
2

∫ b

a

f ′(Ws) ds.

Beweis.

Aufgrund der Identität

Wt =
∫ t

0
dWs

ist (Wt)t≥0 selbst ein Itô-Prozess. Mit der Itô-Formel gilt daher

dF (Wt) = F ′(Wt) dWt + 1
2F
′′(Wt)(dWt)2

= f(Wt) dWt + 1
2f
′(Wt) dt.

Was nichts anderes heißt als∫ b

a

f(Ws) dWs = F (Wb)− F (Wa)− 1
2

∫ b

a

f ′(Ws) ds
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Aufgabe 2. Es sei X ∼ N(0, σ2) eine normalverteilte Zufallsvariable. Zei-
gen Sie mit Hilfe des Itô-Lemmas folgende Identität

E
[
X2n] = (2n)!

2nn! σ
2n für alle n ∈ N.

Hinweis: Wenden Sie auf (W (t))2n das Itô-Lemma an, wobei W (t) ei-
ne standardisierte Brownsche Bewegung ist. Anschließend berechnen Sie
E
[
X2n] unter Verwendung von X D= W (σ2).

Beweis.
Nach der Itô-Formel gilt

W 2n
t = W 2n

0︸︷︷︸
=0

+ 2n
∫ t

0
W 2n−1
s dWs + 1

22n 2(n− 1)
∫ t

0
W 2n−2
s ds.

Daraus folgt

E
[
W 2n
t

]
= E

[
2n
∫ t

0
W 2n−1
s dWs

]
︸ ︷︷ ︸

=0, da Martingal

+ E
[

1
22n (2n− 1)

∫ t

0
W 2n−2
s ds

]
.
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d.h.

E
[
W 2n
t

]
= E

[
1
22n (2n− 1)

∫ t

0
W 2n−2
s ds

]
= 1

22n (2n− 1)
∫ t

0
E
[
W 2n−2
s

]
ds

(n−1)−mal
...

= (2n)!
2n

∫ t

0

∫ sn

0
. . .

∫ s2

0
1 ds1ds2 . . . dsn

= (2n)!
2nn! t

n.

Da X D= Wσ2 ist, folgt

E
[
X2n] = E

[
W 2n
σ2

]
= (2n)!

2nn! σ
2n.
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Aufgabe 3. Beweisen Sie, dass von Black-Scholes angegebene so genannte

”Hedge-Portfolio“ nicht selbstfinanzierend ist.

Aufgabe 4. V (S, t) bezeichne den aktuellen Wert einer selbstfinanzieren-
den Portfolio-Strategie in dem Black-Scholes Kontext. Können folgende
Funktionen V (S, t) realisiert werden?

i) V (S, t) = S2

ii) V (S, t) = cS, mit einer Konstanten c > 0.
Beschreiben Sie ggf. die entsprechenden Anlagestrategien explizit.

Beweis.

Lösung in:

Yaacov Z. Bergman: A Characterization of Self-Financing Portfolio Stra-
tegies
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Zusatzaufgaben

Berechnen Sie:

∫ t

0
BsdBs = . . .?

∫ t

0
s dBs = . . .?

∫ t

0
sin(Bs)dBs = . . .?
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Zusatzaufgaben

Führen Sie folgende Integrale ein:

i) Riemann Integral ∫ T

0
f(t) dt

ii) Riemann-Stieltjes Integral ∫ T

0
f(t) dg(t)

iii) Wiener-Integral ∫ T

0
f(s) dBs

iv) Itô-Integral ∫ T

0
f(s, ω) dBs(ω)
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