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Übung 10

Aufgabe 1.
Sei St geometrische Brownsche Bewegung, d.h. es gilt

dSt = µSt dt+ σSt dWt, µ, σ ∈ R.

Berechnen Sie dSnt .

Beweis.

Mit dem Itô-Lemma folgt

dSnt = nSn−1
t dSt + 1

2n(n− 1)Sn−2
t [dSt]2

= nSn−1
t (µStdt+ σStdWt) + 1

2n(n− 1)Sn−2
t σ2S2

t dt

= nµSnt dt+ 1
2n(n− 1)σ2Snt dt+ nσSnt dWt.

Wir setzen µ̃ := nµ+ 1
2n(n− 1)σ2 und σ̃ := nσ, dann folgt

dSnt = µ̃ Snt dt+ σ̃ Snt dWt.
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Aufgabe 2.
Sei W = (W1,W2)t eine 2-dimensionale Brownsche Bewegung und Xt ein
2-dimensionaler Ito-Prozess mit

dXi
t = µit dt+ σi,1t dW 1

t + σi,2t dW 2
t für i = 1, 2.

Berechnen Sie für Yt = X1
tX

2
t das stochastische Differential dYt.

Beweis.

Mit Itô-Produkt-Formel gilt

dYt = X1
t dX

2
t +X2

t dX
1
t + dX1

t dX
2
t

Wir berechnen den dritten Term dX1
t dX

2
t .
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dX1
t dX

2
t =

(
µ1
t dt+ σ1,1

t dW 1
t + σ1,2

t dW 2
t

)(
µ2
t dt+ σ2,1

t dW 1
t + σ2,2

t dW 2
t

)
=
(
σ1,1
t σ2,1

t + σ1,2
t σ2,2

t

)
dt+

(
σ1,1
t σ2,2

t + σ1,2
t σ2,1

t

)
dW 1

t dW
2
t

=
(
σ1,1
t σ2,1

t + σ1,2
t σ2,2

t

)
dt.

Merkregel:

dt dWt

dt 0 0

dWt 0 dt

Zu zeigen ist noch, dass dWtdW̃t = 0 ist, wobei (Wt)t≥0, (W̃t)t≥0 un-
abhängige standardisierte 1-dimensionale Brownsche Bewegungen.
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Sei Z = {t0, t1, . . . , tn} eine Zerlegung des Intervalls [0, T ]. Wir definieren
Kreuz-Variation von W und W̃ durch

CZ :=
n−1∑
i=0

[
W (ti+1)−W (ti)

] [
W̃ (ti+1)− W̃ (ti)

]
Es ist klar, dass E [CZ ] = 0 ist. Wir berechnen die Varianz von CZ . Es gilt
zunächst

C2
Z =

n−1∑
i=0

[
W (ti+1)−W (ti)

]2 [
W̃ (ti+1)− W̃ (ti)

]2

+ 2
n−1∑
i<j

[
W (ti+1)−W (ti)

] [
W̃ (ti+1)− W̃ (ti)

]
·
[
W (tj+1)−W (tj)

] [
W̃ (tj+1)− W̃ (tj)

]
.

Und weiter

Var [CZ ] = E
[
C2
Z

]
= E

[
n−1∑
i=0

[
W (ti+1)−W (ti)

]2 [
W̃ (ti+1)− W̃ (ti)

]2
]
.
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Da
[
W (ti+1)−W (ti)

]2
und

[
W̃ (ti+1)− W̃ (ti)

]2
unabhängig von einan-

der sind, folgt

Var [CZ ] =
n−1∑
i=0

(ti+1 − ti)2 ≤ ‖Z‖
n−1∑
i=0

(ti+1 − ti) = ‖Z‖T,

wobei ‖Z‖ = maxi=0,...,n−1(ti+1 − ti) ist. Weiterhin folgt

lim
‖Z‖→0

Var [CZ ] = 0.

Somit haben wir gezeigt, dass dWdW̃ = 0 ist.
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Aufgabe 3. Die Zufallsvariable X sei unter dem Wahrscheinlichkeitsmaß P
N(0, 1)-verteilt und Y = X+m. Zeigen Sie, dass es ein zu P äquivalentes
Wahrscheinlichkeitsmaß Q gibt, so dass Y unter Q N(0, 1)-verteilt ist.
Geben Sie Q explizit an.
Beweis.

Siehe Folien zum Thema Maßwechsel.
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Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass die von W̃t := Wt+ct, wobei c reelle Konstan-
te und Wt standardisierte Brownsche Bewegung ist, erzeugte Filtrierung
in der gegebenen σ-Algebra F des zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeits-
raumes mit der von Wt erzeugten übereinstimmt.

Beweis.

FWt = σ(Ws, s ≤ t) := σ(
⋃

s∈[0,t]

σ(Ws)) = σ(
⋃

s∈[0,t]

{
W−1
s (A) | A ∈ B(R)

}︸ ︷︷ ︸
:=σ(Ws)

)

FW̃t = σ(W̃s, s ≤ t) := σ(
⋃

s∈[0,t]

σ(W̃s)) = σ(
⋃

s∈[0,t]

{
W̃−1
s (A) | A ∈ B(R)

}
︸ ︷︷ ︸

:=σ(W̃s)

)

Zu zeigen ist also FWt = FW̃t . Dazu zeigen wir für jedes s ∈ [0, t], dass
σ(Ws) = σ(W̃s) gilt. Die letzte Gleichheit wird durch die Gleichheit der
Erzeuger gezeigt.
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Der Erzeuger von σ(Ws) ist z.B. (siehe [1, Satz 1.81])

EWs :=
{
W−1
s (−∞, a) | a ∈ R

}
,

wobei
W−1
s (−∞, a) := {ω ∈ Ω | Ws(ω) < a} .

”⊂“

Sei nun A ∈ EWs , dann existiert ein a ∈ R, so dass gilt A = W−1
s (−∞, a)

A = W−1
s (−∞, a) = {ω ∈ Ω | Ws(ω) < a}

=
{
ω ∈ Ω | W̃s(ω) < a+ cs

}
= W̃−1

s (−∞, a+ cs).

Daraus folgt A ∈ EW̃s .

”⊃“ zeigt man analog.
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