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Aufgabe 1. Sei Wt standardisierte Brownsche Bewegung. Berechnen Sie
das stochastische Integral ∫ T

0
Wt dWt

durch die Approximation mittels folgenden stochastischen Treppenprozes-
ses:

∆n(t) =



W (0) = 0 für 0 ≤ t < T
n ,

W
(
T
n

)
für T

n ≤ t <
2T
n ,

...
W
(

(n−1)T
n

)
für (n−1)T

n ≤ t < T.

Hinweis: Setzen Sie∫ T

0
WtdWt = lim

n→∞

∫ T

0
∆n(t)dWt

= lim
n→∞

n−1∑
j=0

W

(
jT

n

)[
W

(
(j + 1)T

n

)
−W

(
jT

n

)]
und führen Sie den Grenzübergang durch. Die Ergebnisse der Aufgabe 4
vom letzen Übungsblatt können dabei hilfreich sein.
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Beweis

∫ T

0
WtdWt = lim

n 7→∞

∫ T

0
4n(t)dWt

= lim
n 7→∞

n−1∑
j=0

W

(
jT

n

)(
W

(
(j + 1)T

n

)
−W

(
jT

n

))

= lim
n 7→∞

n−1∑
j=0

[
1
2

(
W 2

(
(j + 1)T

n

)
−W 2

(
jT

n

))

−1
2

(
W

(
(j + 1)T

n

)
−W

(
jT

n

))2
]
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Beweis Fortsetzung

= 1
2 lim
n 7→∞

n−1∑
j=0

[
W 2

(
(j + 1)T

n

)
−W 2

(
jT

n

)]
︸ ︷︷ ︸

Teleskopsumme

− 1
2 lim
n 7→∞

n−1∑
j=0

(
W

(
(j + 1)T

n

)
−W

(
jT

n

))2

︸ ︷︷ ︸
=T, nach Blatt 8, A4.

= 1
2W

2(T )− 1
2T.
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Aufgabe 2. Der Prozess Xt genüge der stochastischen Differentialgleichung

dXt = Xt(µ(t) dt+ σ(t) dWt)

mit X0 > 0 und µ, σ ∈ C0[0, T ]. Zeigen Sie, dass für

Yt := Xt exp
(
−
∫ t

0
µ(s) ds

)
gilt

dYt = Ytσ(t) dWt.

Beweis.

Nach der Produktregel für Itô-Prozesse und mit f(t) = e
−
∫ t

0
µ(s) ds gilt

dYt = d(Xtf(t)) = Xt df(t) + f(t)dXt + dXt df(t)

= −Xtf(t)µ(t) dt+X(t)f(t)µ(t) dt+X(t)f(t)σ(t) dWt + dXt df(t)

= Y (t)σ(t) dWt + dXt df(t)
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Beweis Fortsetzung

. . . = Ytσ(t) dWt + dXt df(t)

= Ytσ(t) dWt + (Xtµ(t) dt+Xtσ(t) dWt) (−f(t)µ(t)dt)

= Ytσ(t) dWt −
(
Xtf(t)µ2(t)(dt)2 +Xtf(t)σ(t)µ(t) dWt dt

)︸ ︷︷ ︸
=0,

= Ytσ(t) dWt.

Merkregel:

dt dWt

dt 0 0

dWt 0 dt
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Aufgabe 3. Sei Wt standardisierte Brownsche Bewegung. Berechnen Sie
das stochastische Differential dWn

t .

Beweis.

Sei f(x) = xn, dann gilt nach der Itô-Formel

dWn
t = df(Wt) = f ′(Wt) dWt + 1

2f
′′(Wt) (dWt)2

= nWn−1
t dWt + 1

2n(n− 1)Wn−2
t dt.
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Aufgabe 4. Unter Verwendung von Aufgabe 3 zeigen Sie, dass für reelle
Polynome Q gilt

dQ(Wt) = Q′(Wt) dWt + 1
2Q
′′(Wt) dt.

Beweis.

Sei Q-reelles Polynom n-tes Grades, d.h. es gilt Q(x) =
∑n
i=0 aix

i. Daraus
folgt

dQ(Wt) = d

(
n∑
i=0

aiW
i
t

)
=

n∑
i=0

ai dW
i
t

A3=
n∑
i=2

ai

(
iW i−1

t dWt + 1
2 i(i− 1)W i−2

t dt

)
+ a1 dWt

=
(

n∑
i=1

aiiW
i−1
t

)
dWt + 1

2

(
n∑
i=2

aii(i− 1)W i−2
t

)
dt

= Q′(Wt) dWt + 1
2Q
′′(Wt) dt
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