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Usune 8

Aufgabe 1. Sei W; standardisierte Brownsche Bewegung und ty > 0 eine
Konstante. Beweisen Sie, dass

Wt = Wt+t0 — Wto fur ¢ 2 0

ebenfalls eine standardisierte Brownsche Bewegung ist.
Beweis.

1) Wo =W, — Wy, = 0. (fast sicher)
1) W, ist stetig, als Komposition von stetigen Funktionen. (fast sicher)
1) Normalverteilung der Zuwichse: fiir alle 0 < s < ¢ gilt

Wt - Ws = Wity — Wiy — Wy + Wy,
= Wt+t0 — Ws+t0 ~ N(O,t — S)

1v) Unabhangigkeit der Zuwichse: fir alle 0 <1 < k < s < t gilt

Cov | W, —WS,W,C—WZ} =E [(Wt —Ws) (Wk —Wl)} =...
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e =B (Wit — Werty) Wty — Wine, )]
= E Wit Wit = Werto Wirto — Weato Wineto + Wt Wit

= E [Wirtoe Weto] = E [Wasto Witto] — E Wit Wit + E Wit Wi, |

=(k‘+t0)—(k+t0)—(l+t0)+(l+t0)=0.

Daraus folgt, dass die Zuwachse unkorelliert und wegen ihrer Normalver-
teilung somit unabhangig sind. O



Aufgabe 2. Beweisen Sie: Sind s und t Stoppzeiten, so ist auch
$At:=min{s,t}

Stoppzeit.
Beweis.
s At ist Stoppzeit, falls fiir jedes u > 0 gilt

{w | s(w) At(w) < u} € F,.
Sei u > 0, dann gilt

{w|sw)Atw) <u}=A{w | s(w) <ulU{w | t(w) <u} € Fy.

(S €Fu
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Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass jede Funktion auf der positiven reellen Gerade
mit endlicher Variation als Differenz zweier monoton wachsender Funktio-
nen dargestellt werden kann.

Beweis.
Wir setzen fir 0 < z < oo
h(w) = 5 (V(F:0,2) + (@),
o) = 5 (V(F;0.2) ~ [(x)).

Dann sind g und A wohldefiniert und es folgt

f(@) = h(z) = g(x).

Weiter folgt fiir alle y < x
V(f;0,2) =V (f;0,y) + V(fiy,2) > V(f;0,y) +|f(z) — f(y)]

und somit
h(z) —h(y) >0 und g(x)—g(y) > 0.
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Aufgabe 4. Sei (W});>0 standardisierte Brownsche Bewegung. Zeigen Sie,
dass fiir die quadratische Variation der Brownschen Bewegung [W, W](T),
T > 0 gilt

(W,W|(T)=T in L*(P).

Beweis.

Gegeben sei eine Partition Z = {to,t1,--- ,¢,} des Intervalls [0,T]. Wir
bezeichnen mit ||Z]| die maximale Schrittlange der Partition Z, d.h.

1Z]| = jognax (tj+1 —t5)

Nach Definition von quadratischer Variation eines Prozesses gilt

n—1

= lim 1) — V= lim
W) = B 50V () =W = i Qs
wobei .
Qz =Y W(tjr1) —W(t;)]*.
j=0
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Zunachst berechnen wir den Erwartungswert und die Varianz von Q. Es

gilt
B[Qz)= Y B [W(ty) - W(t)] = (01— 1) =T,

und somit lim 0 E[Qz] = T.
Var [(W(tj1) — W(t5))?]
2 2
=5 (W (00) = W) = 21 - 1)
= E[W(t1) = W) = 20501 = £)E [(W(tj40) - W (1))
+ (tjr1 — t5)?

B6 A2 2 2 2
=3 (i1 — )" =2t — )" + (tiv1 — )

= 2(tj11 — t;)%



Somit gilt
n—1
lim Vi - Var |(W(tj41) — W(t;))?
i, Var[Qz] ||zl|\nioj: ar [( (8541 (J))}
n—1
= li 2(t; t
||Z1|\Hl»0 (J+1 J)
n—1
< lim 212 ||(tj01 — t5
> ||Z”‘>Oj=0 || ”(H—l J)

= lim 2|Z|T =0.
12110

Wir mussten zeigen:
lim E[(Qz~T)°| =0
A% (@7 = T)

Da E[Qz] =T folgt

i 2l = 1§ — 2l = lim r =
Jim E[Qz-1)] = m E[(Qz~EQu])] = lm Var[Qs] =0



LOSUNG DER ZUSATZAUFGABE VON LETZTER WOCHE

LOSUNG DER ZUSATZAUFGABE VON LETZTER WOCHE

Seien Q@ = {a,b,¢c,d}, F = P(Q). Das WahrscheinlichkeitsmaB P auf
(Q,P(Q)) sei wie folgt definiert:

P{a}_l P{b}—f Plc} = P{d}_f

Weiter seien X und Y zwei Zufallsvariablen gegeben durch

X(a)=1, X(b)=1, X(c) = -1, X(d) = —1,
Y(a)=1, Y(b) = -1, Y(c) =1, Y(d) = —1.

Zuletzt definieren wir Z = X + Y.

1)
I1)

I11)
v)

Zahlen Sie alle Mengen in o(X) auf.

Bestimmen Sie E[Y | X] (d.h. geben Sie die Werte dieser Zufallsva-
riable fiir a, b, ¢ und d an).

Bestimmen Sie E [Z | X].

Mit Hilfe von ii) und iii) berechnen Sie E [Z | X]—E [Y | X]. Berechnen
Sie erneut E[Z | X]—E[Y | X] unter der Verwendung von Eigenschaf-
ten des bedingten Erwartungswertes. Stimmen die Ergebnisse (iberein?
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1) Zahlen Sie alle Mengen in o(X) auf!

Sei B € B(R).
0 falls —1¢ Bund1¢ B
X-1(B) = {a,b} falls —1¢ Bund1€ B
{c,d} falls —1€Bund1¢ B

{a,b,e,d} falls —1€Bund1€B
{0,{a,b},{c,d},{a,b,c,d}} ist bereits eine o-Algebra iiber 2, somit:
o(X)={0,{a,b},{c,d},{a,b,c,d}}



LOSUNG VON 1I) -

11) Bestimmen Sie E [Y" | X] (d.h. geben Sie die Werte dieser Zufallsvariable
fiir a, b, c und d an).
E[Y[X](a) =E[Y | X = X(a)]
—E[Y|X =1]
=1-PY=1X=1)-1-PY =-1|X=1)
_ PWap)  PHbY
P({a,b}) P ({a,b})
=1/3-2/3=-1/3=E[Y|X](b)

EY|X](c) =E[Y | X = X(c)]
—E[Y|X = —1]
—1.P(Y=1X=-1)-1.P(Y =-1|X = 1)
_ P P}

P({c.d)  P({c.d})
=1/2-1/2=0=E[Y|X](d)

et By B sy TR i 118




LOSUNG VON 111)
'

111) Bestimmen Sie E [Z ] X].

E[Z|X])(@) =E[Z] X = X(a)]
=EX+Y|X=1]
=E[1+Y|X =1]
=2-PY=1X=1)-0-PY=-1X=1)
_,. PUa
P{{a,b})
=2/3=E(Z|X] ()

E[Z[X](c) =E[Z]| X = X(¢)]

—'i=1E[Z|X](d)



LOSUNG DER ZUSATZAUFGABE VON LETZTER WOCHE

LOSUNG VON 1V)

1v) Mit Hilfe von ii) und iii) berechnen Sie E[Z | X]—E[Y | X]. Berechnen
Sie erneut E [Z | X] — E[Y | X] unter der Verwendung von Eigenschaften
des bedingten Erwartungswertes. Stimmen die Ergebnisse iiberein?
E[Z|X]-E[Y|X])(a) =2/3 - (=1/3)
=1
= E[Z]X]-E[Y|X])(b)

EZ[X]-E[Y|X])(c)=-1-0
=-1
= [E[Z|X] -E[Y[X])(d)
Andererseits
EZ|X]-E[Y|X] =E[X+Y|X]|-E[Y]|X]
=E[X]|X]
=X
Passt, da X (a) = X(b) =1 und X(c¢) = X(d) = —1.
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