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Übung 7

Aufgabe 1.Wt sei normalisierte Brownsche Bewegung. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeitsdichte von W 2

t .
Beweis.

P
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)
= P
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W 2
t ∈ (−∞, x]
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= P
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)
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(
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√
x
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2πt

∫ √x
−
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2πt
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2t dy

Daraus folgt

∂P
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)
∂x

= 2√
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und daraus für Wahrscheinlichkeitsdichte f von W 2
t

f(x) =
{

1√
2πtxe

− x
2t x > 0

0 x ≤ 0
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Übung 7

Aufgabe 3. Seien Wt, t ∈ [0, 1] Brownsche Bewegung und Xt := Wt−tW1
für t ∈ [0, 1]. Berechnen Sie den Erwartungswert E [Xt] und die Kovarianz
Cov [Xs, Xt] für beliebige s, t ∈ [0, 1].

Beweis.
Sei s ≤ t, s, t ∈ [0, 1].

E [Xt] = E [Wt − tW1] = E [Wt]− tE [W1] = 0

Cov [Xs, Xt] = Cov [Ws,Wt]− tCov [Ws,W1]

− sCov [W1,Wt] + stCov [W1,W1]

= s− st− st+ st

= s(1− t).

bzw. im allgemeinen Fall

Cov [Xs, Xt] = s ∧ t− st
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Übung 7

Aufgabe 4. Die Kursentwicklung der S-Aktie für die nächsten zwei Jahre
ist in folgendem Binomialbaum dargestellt. Die Zinsstrukturkurve ist flach
bei 5 % p.a.

Universität Mannheim

Übungsblatt 7 Fakultät für Mathematik und Informatik
Finanzmathematik II / FS 2010

Prof. Dr. H.-J. Bartels

1. Wt sei normalisierte Brownsche Bewegung. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeits-
dichte von W 2

t .

2. Zeigen Sie, dass falls Wt Brownsche Bewegung ist, so gilt

Wt

t
→ 0 fast sicher für t → ∞.

3. Sei (Mt)t≥0 ein Martingal mit E
�
M2

t

�
< ∞. Beweisen Sie, dass für alle 0 ≤ s < t

gilt
E
�
(Mt − Ms)

2 | Fs

�
= E

�
M2

t − M2
s | Fs

�
.

4. Die Kursentwicklung der S-Aktie für die nächsten zwei Jahre ist in folgendem Bi-
nomialbaum dargestellt. Die Zinsstrukturkurve ist flach bei 5% p.a.

Suu = 140

Su = 120

��������������������

��������������������

S0 = 80

��������������������

��������������������� Sud = 100

Sd = 70

���������������������

���������������������

Sdd = 60

a) Bewerten Sie einen amerikanischen Put auf die S-Aktie mit Basispreis 100 und
Fälligkeit in T = 2.

b) Wie ändert sich der Put-Preis, wenn die Wahrscheinlichkeiten für eine Abwärts-
bewegung des Aktienkurses zunehmen, der oben dargestellte Binomialbaum mit
der zugehörigen Aktienkursentwicklung sich jedoch nicht ändert?

Abgabe bis Donnerstag, den 22. April um 10:15 Uhr in A5

a) Bewerten Sie einen amerikanischen Put auf die S-Aktie mit Basispreis
100 und Fälligkeit in T = 2.

b) Wie ändert sich der Put-Preis, wenn die Wahrscheinlichkeiten für eine
Abwärtsbewegung des Aktienkurses zunehmen, der oben dargestellte
Binomialbaum mit der zugehörigen Aktienkursentwicklung sich jedoch
nicht ändert?
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Übung 7

Beweis

Zunächst berechnen wir risikoneutrale Wahrscheinlichkeiten. Aus

p∗uSuu + (1− p∗u)Sud = Su(1 + r)
p∗dSdu + (1− p∗d)Sdd = Sd(1 + r)
p∗Su + (1− p∗)Sd = S0(1 + r)

folgt

p∗u = Su(1 + r)− Sud
Suu − Sud

= 120(1 + 0.05)− 100
140− 100 = 0.65, 1− p∗u = 0.35,

p∗d = Sd(1 + r)− Sdd
Sdu − Sdd

= 70(1 + 0.05)− 60
100− 60 = 0.3375, 1− p∗d = 0.6625,

p∗ = S0(1 + r)− Sd
Su − Sd

= 80(1 + 0.05)− 70
120− 70 = 0.28, 1− p∗ = 0.72.
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Übung 7

Beweis

Für Put-Preise und mit Puu = 0, Pud = 0 und Pdd = 40 gilt dann Pu = 0

i) ohne Ausübung

Pd = Pud
1 + r

p∗d + Pdd
1 + r

(1− p∗d) = 40
1.05 · 0.6625 ≈ 25.24.

ii) mit Ausübung
Pd = 100− 70 = 30.

=⇒ Ausübung ist vorteilhaft =⇒ Pd = 30.

=⇒
P0 = Pd

1 + r
(1− p∗) = 30

1.05 · 0.72 = 20.57.

Zu b): Die erwarteten Renditen haben keinen Einfluss auf die Options-
preise. Da der Baum sich nicht ändert, ändert sich auch nichts an der
risikoneutralen Bewertung. Somit bleibt der Put-Preis gegenüber zu a)
unverändert.
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Übung 7

Aufgabe 2 i). Zeigen Sie, dass falls Wt Brownsche Bewegung ist, so gilt
Wt

t
→ 0 in L2(P ) für t→∞.

Beweis.

Wir müssen zeigen:

lim
t→∞

E

[∣∣∣∣Wt

t
− 0
∣∣∣∣2
]

= 0

Berechnung:

lim
t→∞

E
[
W 2
t

t2

]
= lim
t→∞

1
t2
E
[
W 2
t

]
= lim
t→∞

1
t2

(
Var [Wt] + E [Wt]2

)
= lim
t→∞

1
t2

(t+ 0) = lim
t→∞

1
t

= 0

Daraus folgt
Wt

t
→ 0 im 2-ten Mittel bzw. in L2(P ) für t→∞.
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Übung 7

Aufgabe 2 ii). Berechnen Sie

P (W (t) ≤ 0 für t = 0, 1, 2) .

Beweis.

Es gilt
Cov [W (1),W (2)] = min(1, 2) = 1.

Var [W (t)] = t

Daraus folgt

P (W (t) ≤ 0 für t = 0, 1, 2) = P (W (1) ≤ 0,W (2) ≤ 0) = N2 (a ; Σ)

mit
a := (0, 0) und Σ :=

(
1 1
1 2

)
Daraus folgt P (W (t) ≤ 0 für t = 0, 1, 2) = 0.375 (mit MATLAB).
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Übung 7

2-ter Lösungsvorschlag

Wir definieren W̃ (1) := W (2) −W (1). Dann ist W̃ (1) standardnormal-
verteilt und unabhängig von W (1). Somit gilt:

P (W (1) ≤ 0,W (2) ≤ 0) = P (W (1) ≤ 0,W (2)−W (1) +W (1) ≤ 0)

= P
(
W (1) ≤ 0, W̃ (1) ≤ −W (1)

)
=
∫ 0

−∞
P
(
W̃ (1) ≤ −x

)
ϕW (1)(x) dx

=
∫ 0

−∞
N(−x)dN(x)

dx
dx

=
∫ 0

−∞
(1−N(x)) dN(x)

=
∫ 1

2

0
(1− y) dy = 3

8 = 0.375
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Übung 7

Aufgabe 5 (Zusatzaufgabe). Zeigen Sie die folgende Abschätzung

P (W (1) ≥ c) < e−c
2/2, c > 0

mit W (t) eine standardisierte Brownsche Bewegung.

Beweis.

Aus W (1) ∼ N(0, 1) folgt für c ≥ 1

P (W (1) ≥ c) = 1√
2π

∫ ∞
c

e−
x2
2 dx = 1√

2π

∫ ∞
c

xe−
x2
2

1
x
dx

≤ 1
c

1√
2π

∫ ∞
c

xe−
x2
2 dx = 1

c
√

2π
e−

c2
2 ≤ e− c2

2 .

Für 0 < c ≤ 1 folgt

e
−c2

2 ≥ e− 1
2 ≥ 1− 1

2 = P (W (1) ≥ 0) ≥ P (W (1) ≥ c).
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Übung 7

Zusatzaufgabe (Wird nicht korrigiert!)

Seien Ω = {a, b, c, d}, F = P(Ω). Das Wahrscheinlichkeitsmaß P auf
(Ω,P(Ω)) sei wie folgt definiert:

P {a} = 1
6 , P {b} = 1

3 , P {c} = 1
4 , P {d} = 1

4 .

Weiter seien X und Y zwei Zufallsvariablen gegeben durch

X(a) = 1, X(b) = 1, X(c) = −1, X(d) = −1,
Y (a) = 1, Y (b) = −1, Y (c) = 1, Y (d) = −1.

Zuletzt definieren wir Z = X + Y .
i) Zählen Sie alle Mengen in σ(X) auf.

ii) Bestimmen Sie E [Y |X] (d.h. geben Sie die Werte dieser Zufallsva-
riable für a, b, c und d an).

iii) Bestimmen Sie E [Z |X].
iv) Mit Hilfe von ii) und iii) berechnen Sie E [Z |X]−E [Y |X]. Berechnen

Sie erneut E [Z |X]−E [Y |X] unter der Verwendung von Eigenschaf-
ten des bedingten Erwartungswertes. Stimmen die Ergebnisse überein?
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