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Aufgabe 1.W; sei normalisierte Brownsche Bewegung. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeitsdichte von W2.
Beweis.

P (W} <x)= P (WP e (~oa.a]) = P (W7 € [0.2])

P(—Vz <W; < V) =

-5 dy

il

f/

Daraus folgt
oP (Wt2 < :c) 2

or N \/27rte 2V/T  \2rtx

und daraus fiir Wahrscheinlichkeitsdichte f von W2
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Aufgabe 3. Seien W4, t € [0, 1] Brownsche Bewegung und X; := W, —tW;
fir t € [0,1]. Berechnen Sie den Erwartungswert E [X;] und die Kovarianz
Cov [Xs, X¢] fir beliebige s,t € [0, 1].

Beweis.
Sei s <t, s,t€[0,1].

E[X,] =E[W, — tWi] =E[W,] — tE[W1] = 0
Cov [Xs, X;] = Cov [W,, W;] — t Cov [W;, Wi]
— s Cov [Wy, W] + st Cov [Wy, W]
=5 —st—st+ st

=s(1—1).
bzw. im allgemeinen Fall

Cov [Xs, Xi]=sAt—st O
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Aufgabe 4. Die Kursentwicklung der S-Aktie fiir die nichsten zwei Jahre
ist in folgendem Binomialbaum dargestellt. Die Zinsstrukturkurve ist flach
bei 5% p.a.

Suu = 140
Su =120

Sq =170

So = 80 Sua = 100

A/

Saa = 60

A) Bewerten Sie einen amerikanischen Put auf die S-Aktie mit Basispreis
100 und Falligkeit in T" = 2.

B) Wie indert sich der Put-Preis, wenn die Wahrscheinlichkeiten fiir eine
Abwartsbewegung des Aktienkurses zunehmen, der oben dargestellte
Binomialbaum mit der zugehdrigen Aktienkursentwicklung sich jedoch
nicht andert?
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Zunachst berechnen wir risikoneutrale Wahrscheinlichkeiten. Aus

PySuu + (1 = py)Sua = Su(l +7)
pflSdu + (1 — pd)de = Sd(l + 7’)
p*Sy+ (1 —p*)Sq=So(l+7)

folgt
. Su(147)—Suq  120(1+0.05) — 100
= = = U. 1— * = .
Pu Sow — Sud 140 — 100 0.65, Py = 0.35,
. Sa(147) =S4 70(1+0.05) — 60
- - — 03375, 1—p%=0.6625,
Pd Sum — Sua 100 — 60 Pa
. So(1+71)—Ss  80(1+0.05) — 70
— = = .2 ]. —p* = . 2~
p Sy — S, 120 — 70 0.28, P =07
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BEWEIS

Far Put-Preise und mit P,,, =0, P,q = 0 und Py = 40 gilt dann P, =0

1) ohne Ausiibung

Pud *+
1+7‘pd

P 40
—(1—-9p%) = —— -0.6625 ~ 25.24.
1 JrT( Pa)

Pa= 1.05

1) mit Ausiibung
P; =100 - 70 = 30.

—> Ausiibung ist vorteilhaft — P; = 30.

P,
d
Py = 1-p*
0 1+r( p)

=——-0.72 = 20.57.
1.05

Zu B): Die erwarteten Renditen haben keinen Einfluss auf die Options-
preise. Da der Baum sich nicht andert, dndert sich auch nichts an der
risikoneutralen Bewertung. Somit bleibt der Put-Preis gegeniiber zu A)
unverandert.

DENIS BOLDIN, PATRICK SCHLARMANN FINANZMATHEMATIK 11 6 /11



Aufgabe 21). Zeigen Sie, dass falls W; Brownsche Bewegung ist, so gilt
Wi

- — 0 in L*(P) fir t— oo.

Beweis.

Wir miissen zeigen:

2
lim E [ W _ 0 ] 0
t—00 t
Berechnung:
2
lim E {W ] = lim E[Wz]
t—o00 12 t—oo t

= lim — (Var (W] + E [W] )

t—oo t
1 1
= hm t_(t+0) —tli)rgoz =0
Daraus folgt
W,

Tt — 0 im 2-ten Mittel bzw. in L*(P) fir t — co. [



N ' = | '
Aufgabe 211). Berechnen Sie
P(W(t)<0firt=0,1,2).
Beweis.
Es gilt
Cov [W(1),W(2)] = min(1, 2) = 1.
Var [W(t)] =t
Daraus folgt
P(W(t)<0firt=0,1,2) =P (W(1) <0,W(2) <0) = Ny (a;X)
mit
a:=(0,0) und X:= (} ;)
Daraus folgt P (W (t) <0 fur ¢t =0,1,2) = 0.375 (mit MATLAB).



Wir definieren W(l) = W(2) — W(1). Dann ist W(l) standardnormal-
verteilt und unabhangig von W(1). Somit gilt:

PW(1) <0,W(2) <0)=PW(1) <0,W(2)-W(1)+W()<0)
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Aufgabe 5 (Zusatzaufgabe). Zeigen Sie die folgende Abschitzung

PW()>c)<e /2 ¢>0
mit W (t) eine standardisierte Brownsche Bewegung.

Beweis.

Aus W (1) ~ N(0,1) folgt fiir c > 1
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ZUSATZAUFGABE (WIRD NICHT KORRIGIERT!)

Seien Q@ = {a,b,¢c,d}, F = P(Q). Das WahrscheinlichkeitsmaB P auf
(Q,P(Q)) sei wie folgt definiert:

P{a}_l P{b}—f Plc} = P{d}_f

Weiter seien X und Y zwei Zufallsvariablen gegeben durch

X(a)=1, X(b)=1, X(c) = -1, X(d) = —1,
Y(a)=1, Y(b) = -1, Y(c) =1, Y(d) = —1.

Zuletzt definieren wir Z = X + Y.

1)
I1)

I11)
v)

Zahlen Sie alle Mengen in o(X) auf.

Bestimmen Sie E[Y | X] (d.h. geben Sie die Werte dieser Zufallsva-
riable fiir a, b, ¢ und d an).

Bestimmen Sie E [Z | X].

Mit Hilfe von ii) und iii) berechnen Sie E [Z | X]—E [Y | X]. Berechnen
Sie erneut E[Z | X]—E[Y | X] unter der Verwendung von Eigenschaf-
ten des bedingten Erwartungswertes. Stimmen die Ergebnisse (iberein?
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