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Übung 6

Aufgabe 1. Sei X ∼ N(µ, σ2) eine normalverteilte Zufallsvariable mit Mit-
telwert µ und Varianz σ2. Berechnen Sie die momenterzeugende Funktion
von X, d.h. die Funktion

ϕX(u) = E
[
euX

]
.

Hinweis: Dichtefunktion von X ist gegeben durch

f(x) = 1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 .
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Übung 6

Beweis

Sei X ∼ N(µ, σ2) verteilt, dann folgt

E(euX) = 1√
2πσ

∫ ∞
−∞

eux · e−
(x−µ)2

2σ2 dx

= 1√
2πσ

∫ ∞
−∞

eux · e
−x2+2µx−µ2

2σ2 dx

= 1√
2πσ

· e
−µ2

2σ2

∫ ∞
−∞

e
−x2+2σ2ux+2µx

2σ2 dx

= 1√
2πσ

· e
−µ2

2σ2

∫ ∞
−∞

e
−x2+2(µ+σ2u)x

2σ2 · e−
(µ+σ2u)2

2σ2 · e
(µ+σ2u)2

2σ2 dx

= e
−µ2

2σ2 · e
(µ+σ2u)2

2σ2 · 1√
2πσ

∫ ∞
−∞

e−
(x−(µ+σ2u))2

2σ2 dx︸ ︷︷ ︸
=1

= e
−µ2

2σ2 · e
µ2+2σ2uµ+σ4u2

2σ2 = e
2σ2uµ+σ4u2

2σ2 = euµ+u2σ2
2
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Übung 6

Aufgabe 2. Für eine normalverteilte Zufallsvariable X ∼ N(0, σ2) mit
Mittelwert 0 und Varianz σ2 zeigen Sie für alle n ∈ N0 folgende Identitäten

E
[
X2n] = (2n)!

2nn! σ
2n, E

[
X2n+1] = 0.

Beweis.
IA: Für n = 0 gilt

E
[
X0] = 1, E

[
X1] = 0︸ ︷︷ ︸

nach Vor.

IV: Die Behauptung gelte für ein n ∈ N , d.h.

E
[
X2n] = (2n)!

2nn! σ
2n, E

[
X2n+1] = 0.
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Übung 6

Beweis Fortsetzung

IS: n→ n+ 1

E
[
X2n]︸ ︷︷ ︸

IV= (2n)!
2nn! σ

2n

= 1√
2πσ

∫ ∞
−∞

x2ne−
x2

2σ2 dx = 1√
2πσ

x2n+1

2n+ 1e
− x2

2σ2

∣∣∣∣∞
−∞︸ ︷︷ ︸

=0

+

+ 1√
2πσ

∫ ∞
−∞

x2n+1

2n+ 1e
− x2

2σ2
x

σ2 dx.

Daraus folgt

E
[
X2(n+1)

]
= 1√

2πσ

∫ ∞
−∞

x2n+2e−
x2

2σ2 dx = (2n)!(2n+ 1)
2nn! σ2n+2

= (2n)!(2n+ 1)(2n+ 2)
2nn!(2n+ 2) σ2n+2 = (2(n+ 1))!

2n+1(n+ 1)!σ
2(n+1).
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Übung 6

Beweis Fortsetzung

IS: n→ n+ 1

E
[
X2n+1]︸ ︷︷ ︸
IV= 0

= 1√
2πσ

∫ ∞
−∞

x2n+1e−
x2

2σ2 dx

= 1√
2πσ

x2n+2

2n+ 2e
− x2

2σ2

∣∣∣∣∞
−∞︸ ︷︷ ︸

=0

+

+ 1√
2πσ

∫ ∞
−∞

x2n+2

2n+ 2e
− x2

2σ2
x

σ2 dx.

Daraus folgt

E
[
X2(n+1)+1

]
= 1√

2πσ

∫ ∞
−∞

x2n+3e−
x2

2σ2 dx = 0.
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Übung 6

Aufgabe 3. Betrachten Sie ein N -periodiges Cox-Ross-Rubinstein-Modell.
In diesem Finanzmarkt-Modell gibt es zwei Anlageklassen

Sn := (S0
n, S

1
n)n=0,...,N .

Dabei entwickeln diese sich wie folgt:

S0
n = (1 + r)n für n = 0, . . . N

und

S1
n =

{
uS1

n−1 mit p > 0
dS1

n−1 mit 1− p > 0
für n = 1, . . . , N, S1

0 = S > 0

mit d < 1+r < u. Geben Sie die Handelsstrategie φn := (φ0
n, φ

1
n)n=0,...,N

an, die den Wert einer Call-Option zur Zeit N mit Basispreis K dupliziert.
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Übung 6

Beweis

Falls φ die Call-Option dupliziert, so soll es zum Zeitpunkt t = n gelten

C(n, S1
n) = φ0

nS
0
n + φ1

nS
1
n

bzw.

C(n, uS1
n−1) = φ0

nS
0
n + φ1

nuS
1
n−1

C(n, dS1
n−1) = φ0

nS
0
n + φ1

ndS
1
n−1

woraus folgt

φ0
n =

uC(n, dS1
n−1)− dC(n, uS1

n−1)
S0
n(u− d) ,

φ1
n =

C(n, uS1
n−1)− C(n, dS1

n−1)
S1
n−1(u− d)︸ ︷︷ ︸

∆ - Call

.
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Übung 6

Aufgabe 4. Sei (Mt)t≥0 ein Martingal mit E
[
M2
t

]
< ∞. Beweisen Sie,

dass für alle 0 ≤ s < t gilt

E
[
(Mt −Ms)2 | Fs

]
= E

[
M2
t −M2

s | Fs
]
.

Beweis.

E
[
(Mt −Ms)2 | Fs

]
= E

[
M2
t − 2MtMs +M2

s | Fs
]

= E
[
M2
t − 2(Mt −Ms +Ms)Ms +M2

s | Fs
]

= E
[
M2
t − 2(Mt −Ms)Ms − 2M2

s +M2
s | Fs

]
= E

[
M2
t −M2

s | Fs
]
− E [2(Mt −Ms)Ms | Fs]

= E
[
M2
t −M2

s | Fs
]
− 2Ms E [Mt −Ms | Fs]︸ ︷︷ ︸

=0, da Mt Martingal

= E
[
M2
t −M2

s | Fs
]
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